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Es pnictica comun en la modelaci6n de problemas donde se involucra el flujo de un
material el partir de una forma general de la ecuaci6n de conservaci6n de momentum. Si
durante el flujo no ocurren discontinuidades entonces la particularizaci6n de esa forma
general a las condiciones del problema deviene en una ecuaci6n diferencial que modela
correctamente el problema en cuesti6n. Por otra parte, si el problema incluye una situaci6n
donde se viola la Hip6tesis del Continuo, la pnictica arriba descrita no necesariamente
surninistra una ecuaci6n diferencial que correctamente 10 modele. En estos casos 10
recomendable es proponer un modelo especifico a las condiciones del problema. El
Problema 5 es un caso en cuesti6n. En este Problema se trata de modelar una situaci6n
donde existe una discontiuidad y para hacerlo se parte de una forma general la que
sucesivamente se particulariza hasta llegar a una ecuaci6n diferencial de donde se pueden
obtener dos formas de la rnisma, aparentemente equivalentes que modelarian
correctamente el rnismo problema. En este reporte se discute porque una de ellas si
modela correctamente el problema y la otra no. En adici6n, se propone tambien una
formulaci6n altemativa, especifica al problema.

La hip6tesis comun a la modelaci6n de una buena cantidad de problemas que
ocurren en la practica es la que afirma que la Naturaleza es un Continuum
independientemente de que sea evidente la existencia de una estructura molecular. Esta
hip6tesis presume, de manera natural, que la variables que se utilizaran en la modelaci6n
son continuas, esto es que el continuo fisico es isomorfo al continuo matematico, asi a
todo punto material corresponde un s610punto matematico. El peso de esta hip6tesis se
hace evidente en la formulaci6n de problemas donde no es posible establecer la
continuidad de alguna de las variables, por ejemplo, en flujos donde ya no se cumple la
suposici6n de que durante el movirniento particulas que son vecinas permanecen siendolo
durante el flujo; tampoco en flujos donde la escala geometrica caracteristica del sistema es
del rnismo orden de magnitud que el de una particula material.

En general existen dos maneras de plantear la modelaci6n de un problema, sin
embargo en ambas se hace amplio uso de principios conservativos. Asi, para procesos
donde no ocurren intercambios nucleares entre materia y energia se puede afirmar que la
materia se conserva y que la Primera Ley de la Termodimirnicadescribe con toda precisi6n
los intercambios entre la energia intema, el calor y el trabajo, mientras que la conservaci6n
del momentum 0 momento lineal es una forma de expresar la Segunda Ley de Newton.



En este caso se define una configuracion inicial, esto es, se etiqueta un numero grande
de puntos materiales respecto a un sistema de referencia previamente acordado y se
observan los cambios de posicion relativa 0 de la propiedad que se desee evaluar en la
medida que transcurre el flujo (0 que transcurre el tiempo).

Este punto de vista es muy util en la formulacion de ecuaciones generales de cambio
[Aris, 1962] , al igual que para el desarrollo de ecuaciones reologicas de estado, ya
que en estos casos la modelacion consistiria en deterrninar sistemas de referencia
convectivos en el material, es decir que se deforman y se mueven en la misma manera
como 10 hace el material durante el flujo [Lodge, 1974].

Esta tecnica es una herramienta de 10 mas util por la claridad de su aplicacion a la vez
que flexible, ya que perrnite establecer desde ecuaciones generales de cambio hasta la
formulacion de problemas concretos [Fox, et-al, 1978]. De hecho, una de las
aportaciones mas notables al analisis de procesos basada en esta tecnica es la de R. B.
Bird et-al [Bird, et-al, 1960] quienes incorporan a la teoria una descripcion de los
mecanismos que inducen el transporte de alguna propiedad. Esta tecnica sera usada
para la modelacion de un saito hidraulico estacionario como se describe a
continuacion.

EI problema al que se refiere Guerrero [Guerrero, 1995] es el de modelar un saIto
hidraulico estacionario que ocurre en un canal y que se describe en la Figura 1.
Naturalmente en la region donde ocurre el saito existe una discontinuidad en el sentido de
que se rompen las sucesiones de puntos materiales por 10 que las variables dinamicas y
termodinamicas dejan de ser continuas.

EI volumen de control se escoge de manera que el contomo incluya regiones donde las
variables sean continuas. Las ecuaciones a integrar son las que resultan de suponer la
conservacion de materia y de momentum. Las hipotesis que satisface el flujo son:

HI Flujo estacionario. Las variables son independientes del tiempo.
H2 EI vector velocidad referido al sistema de coordenadas que aparece en la Figura 1
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si se desprecian los efectos de borde entonces se puede considerar a u como
uniforme en la direcci6n y .



H3 En las posiciones (I) y (2) del volumen de control existe una distribucion de
presion hidrostatica, 10 que implica que:

dp

dy

donde p es la densidad y es constante. La ecuacion se integra y se tiene:

P=Patm +pg(D-y)
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Figura 1.

De HI se tiene que la ecuacion de conservacion de masa se reduce a:

r pv· da = 0Jcs
desarrollando esta expresion para el volumen de control:

1 lDllw lD21wpu·da= - pudzdy+ pudzdy=O
cs 0 0 0 0

donde:
los subindices se refieren a la seccion del volumen de control,
w = cte es el ancho del canal



Fx=Fsx+FBx= r puvodaJcs
donde:

Fsx es la resultante en la direccion x de las fuerzas de superficie que actuan
sobre el volumen de control y que en este caso se trata de la presion que ejerce el
fluido sobre las caras en las posiciones (1) y (2) del volumen de control, y de la
presion atmosferica sobre la superficie libre.

FBx es la resultante en la direccion x de las fuerzas globales (volumetricas)
que actuan sobre el volumen de control. En este caso solo se considera la fuerza de
graved ad, por 10 que:

rD1 rD2
Fsx = Jo [Patm + pg(D1 - y)]w dy - Jo [Patm + pg(D2 - y)] wdy

pgw (2 2)FSx = -- D1 - D22

1 l
Dl lD2

puv· dA = - pui wdy + pu~ wdy
cs 0 0



Por 10 que igualando las ecuaciones (5) y (6) se tiene:

pgw (2 2) ( 2 2D )-- D1 - D2 = pw U2D2 - U1 1
2

Esta ecuaci6n se combina con la ecuaci6n (4) y despues de llevar a cabo algunas
simplificaciones algebraicas evidentes se tiene el siguiente resultado intermedio:

2 2 D1
D2 +D1 = -U1-9 D2

Despues de completar cuadrados y simplificar se llega al resultado deseado:

D2 = ~ (,/1 +8Frl - 1)
D1 2

La modelaci6n del salto hidniulico tambien se puede llevar a cabo desde un punto de vista
mas general mediante la tecnica del volumen de control. En este caso, las hip6tesis
simplificatorias de la ecuaci6n diferencial parcial resultante se incorporan sobre la marcha.
Asi, en la propuesta de soluci6n [Guerrero, 1995] se tiene la ecuaci6n (45) la que se
transcribe a continuaci6n

- Regimen estacionario.
- Densidad constante.
- Velocidad uniforme.
-{3~1
- Sf = 0
- 0 = 0
- q = uAx = ete
- Y distancia vertical desde la linea piezometrica al centroide de area Ax
- y = 8cos 0 para canales (secci6n transversal constante A)
- 8 distancia de la superficie del agua al centroide, perpendiculara la linea del fondo

del canal.



du dA8
pq-+pg-=O

dx dx

en la que despues de sustituir q y rearreglar, se tiene una expresi6n equivalente a la
ecuaci6n (8):

La misma ecuaci6n se puede escribir tambien como:

au a~u a8 aq
pAx - + pAxu - +pgcosB- = pgAx(senB - Sf) - ((3 - l)pu-

at ax ax ax

q = u1A1 = u2A2

no implica la variaci6n suave de uA de una secci6n del saito hidraulico a la otra.
Bajo la aplicaci6n de las mismas hip6tesis que para la ecuaci6n anterior se llega ahora al
resultado:

cuya integraci6n deviene en una expresi6n incorrecta. Las razones por las cuales sucede
esto son las siguientes:

- Aunque inicialmente se tiene una expresi6n donde se pretende la conservaci6n de
momentum, la ecuaci6n diferencial que finalmente se integra tiene como

2
argumento a la energia cinetica (11g) , contradiciendo esa intenci6n.

- El artificio matematico con el que se logra ese cambio en el argumento de la
ecuaci6n diferencial pretende que la funci6n u siga siendo continua precisamente
en la regi6n donde ocurre el saito hidraulico, regi6n donde esta hip6tesis no es
sostenible.



Siempre que sea posible, es mas conveniente obtener la ecuaci6n diferencial que
modela un problema, mediante la tecnica del volumen de control aplicado alas
condiciones especificas del mismo, que a partir de una expresi6n muy general. Para una
discusi6n mas amplia de este punta punto ver por ejemplo [Fox, et-al, 1978] y [Douglas,
1967].

La vigilancia de las regiones de flujo 0 de las condiciones del problema donde sea
aplicable la Hip6tesis del Continuo reditua en la eliminaci6n de suposiciones que puedan
conducir a errores en los resultados. Un punto analogo se podria enfatizar con respecto a
mostrar congruencia en el principio conservativo que se pretende aplicar, esto es, si en
algun problema se aplica el principio de conservaci6n de momentum, la ecuaci6n
diferencial resultante debe tener como argumento al momento lineal.
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